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А ннот ация. В работе исследован вопрос о построении вейвлетнв1х фильтров третьего порядка над 
конечными полям и с простым числом  элементов. П редлож ен метод построения всех фильтров такого типа, 
основанный на свойствах квадратичных вычетов. Использование предлож енного подхода позволяет 
значительно сократить время построения вейвлетных фильтров конечного поля по сравнению с известными 
методами, основанными на вы числительно сложном алгоритме Берлекэмпа. Разработанный метод построения 
вейвлетных фильтров третьего порядка над конечным полем  может быть использован для  цифровой 
обработки сигналов и для  задач защиты информации.
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Введение
Разработка моделей, методов и алгоритмов цифровой обработки сигналов (ЦОС) в 
конечных полях вызывает в последнее время повышенный интерес у исследователей. Данный 
факт объясняется особенностями строения конечного поля как алгебраической структуры [1]. 
В конечных полях, так же как и в полях действительны х и комплексных чисел, сохраняется 
возможность выполнения арифметических операций сложения, вычитания, умножения и 
деления. С другой стороны, дискретная природа конечных полей эффективна при обработке 
квантованных величин, возникающ их в ЦОС [2, 3].
В настоящее время получило широкое распространение применение вейвлетов для 
решения разнообразных задач ЦОС. Вейвлет-преобразование возникло как альтернатива 
преобразованию Фурье. Обработка с использованием вейвлетов позволяет получать не только 
частотную информацию о сигнале, но еще и его локальные особенности. В настоящее время 
вейвлеты широко применяются для задач сжатия сигнала [4], очистки от шума [5, 6], анализа 
временных рядов [7], обработки данных в медицине [8] и во многих других областях. Однако в 
больш инстве случаев на практике используются вейвлеты, построенные над полями 
действительных и комплексных чисел. Особенностью этих вейвлетов является относительная
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простота построения и применения на практике. Однако вейвлет-преобразование над полями 
действительных и комплексных чисел не лишено недостатков, к которым прежде всего следует 
отнести высокую вычислительную сложность обработки, а также неизбежное возникновение 
ошибок округления.
Для устранения этих недостатков был разработан математический аппарат ЦОС с 
использованием вейвлетов конечного поля [9]. Предложены методы и алгоритмы кодирования 
[ю , 11], криптографической защ иты информации [12, 13] и обработки изображений [14] с 
использованием вейвлетов конечного поля. Одним из главных препятствий на пути 
использования вейвлетов конечного поля на практике является высокая сложность их 
построения, так как в настоящ ее время для этой цели используется алгоритм Берлекэмпа или 
его модификации [9]. В данной статье исследованы вейвлетные фильтры третьего порядка над 
конечными полями ОР  , построенные с использованием линейных двучленов. Показаны 
алгоритмы построения таких фильтров и приведен пример проектирования.
Вейвлет-преобразование в конечных полях
Конечные поля (поля Галуа) делятся на два типа: простые поля ОР  и полиномиальные 
поля ОР  , п>  1, п е N .  Простое конечное поле ОРр содержит число элементов, равное 
простому числу р . Любое конечное поле из р элементов изоморфно полю классов вычетов по 
модулю р , поэтому операции сложения, умножения и вычитания в ОР  могут рассматриваться 
как аналогичные операции над целыми числами, взятые по то й  р . Арифметика 
полиномиальных полей ОР „ является более сложной и основана на свойствах многочленов
Р
над СРр. В данной работе будут рассмотрены лишь простые поля « V
Пусть мы имеем конечное поле ОР . Определим векторное пространство V , элементы 
которого -  вектора над полем ОР . Предположим, что это пространство можно представить в 
виде прямой суммы двух подпространств
У = У0(ВТГ0, У 0п1Г0 = ® .  (1)
Если обозначить через $рап{зс1, а , .....а п} линейную оболочку над векторами (а1.а 2 « м},
то материнский вейвлет Ч'(х) и скейлинг-функция (р{х) , определяющ ие вейвлет- 
преобразование в конечном поле ОРр , должны удовлетворять следующим соотнош ениям [9]
( 2 ) 
(3)
У0 = храп\р(п -  2у')}, V/ е 2  ,
йу = $рап{у4 .п - 2у)}, V/' е 2  , 
и, кроме того, условиям ортонормированности базиса
-2 ;;? ),^ > («- 2А')^ =<?(;;?- А ' ) ,  \ / ш У 'е 2 ,  ( 4)
(у{п — 2т\\р(п—2к^1=8(п-1—к), (5)
(ср{п -  2т), у/{п -  2к)) = 0 , V;;?, к <е 2  . (6)
Вейвлет-преобразованием в конечном поле ОР  является отображение, ставящ ее в
соответствие вектору х(т) последовательность коэффициентов {х(т). у/{т -  2к)). Обратное
преобразование осущ ествляется по формуле
х(н) = У"(х(т). ср{т -  2к^)р(п -  2к)+ У'^х(т), у/(т -  2к^у/{п -  2к) . (у)
а
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Рис. 1. Двухканальный набор фильтров дискретного вейвлет-преобразования: 
а) обычное изображение, б) изображение в многофазной форме 
Рщ. 1. Т\\о-сИаппе1 сНзсгеЩ \\а\е1е! И а п з & г т  Ш1ег Ьапк: а) сйгес! (о г т , Ь) роКрИазе (о г т  
На практике вейвлет-преобразование реализуется при помощи наборов фильтров. На 
рисунке 1а показан двухканальный набор фильтров дискретного вейвлет-преобразования. 
Здесь Я 0 и Н 1 - анализирующие фильтры, 1 2 - оператор децимации, Т 2 - оператор 
разрежающ ей выборки, Р0 и Д - синтезирующие фильтры. Этот же набор фильтров может 
быть представлен в многофазной форме (рисунок 1б) [15, 16]. С таким набором фильтров 
ассоциирована матрица
' ЕЛ 2) Ет (г)4)
е (2)=
ЕЛ г) ЕФ ) ,
(8)
элементы которой принадлежат кольцу многочленов р (г ) . В конечных полях, так же как и в 
полях действительных и комплексных чисел, порядок фильтров, соотвегствующ их
материнскому вейвлету у/(х) и скейлинг-функции (р{х) должен быть нечетным [9]. Для того,
чтобы набор фильтров обладал свойством точного восстановления сигнала, необходимо, чтобы 
матрица Е(г) была параунитарной, то есть выполнялось соотношение
Е т( е 1)е(е) = 1 , (9)
где / -  единичная матрица [17]. Необходимым и достаточным условием точного
восстановления сигнала является выполнение соогнош ения
Еоо(2)Еоо(2^) + ЕЛ 2)ЕА 2^) = 1  ( !° )
между элементами матрицы (8).
Пусть порядок фильтра определяется целым числом 2Я  + 1 и М  -  положительное 
число, такое что М  < N .  Тогда многочлены Ет(г) и Е0,(г) определяются следующими 
соотношениями:
м
Е.]Г](2) = у леп.Е1 , епп Ф 0 , е„. е ОР00 V / / ; 01 7 00 7 01 р (П)
(12)ЕЛ 2) = 2 У я "  . еш *  0 . еи 6 ОЕР .
2=0
а многочлены Е10(2) и Еп(2) матрицы (8) находятся по формулам
Е ^ )  = ^ Е т{Е1), .Д Д ) = —2~ыЕю(г~1) . (13)
Фильтры Я 0 и // можно найти по формулам
Н 0(/) = Е00(г2)+ Е 1Е01(г 2), (14)
Н ф )  = Е ^ 2)+ 2" Е„(г-2). (15)
Фильтры А и Д находятся из условий точного восстановления сигнала [2]
ЕЛ2) = Н Х~2) ’ ЕХ2) = - Н о( - 2)- (16)
Посгроение набора фильтров на рисунке 1 сводится к отысканию многочленов
М  М
А(г) = '^ а121 9 а0 ф  0 и , Ьм ф  0 из кольца многочленов удовлетворяющих
2 = 0  2=0
условию
А{г)А{2-1)+В{2)в{2-1) = 1 . (17)
Каждая такая пара многочленов А(г) и в(г) определяет многочлены и по 
формулам
а1 = ео1 ’ еи = 0, для 1 = 0 . . . . .Я - М - 1 . (18)
1(Я-М+г)
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Основной сложностью при построении вейвлетных фильтров конечного поля является 
поиск многочленов А(г) и в(г), удовлетворяющ их условию  (17). Далее будет исследован вопрос 
о нахождении линейных двучленов л(г) и в(г) в полях О Д для построения вейвлетных 
фильтров наименьш его нетривиального (третьего) порядка.
Построение вейвлетных фильтров третьего порядка в полях ОД
Рассмотрим задачу о построении многочленов А(г) = а0+а12 и в(г) = Ь0+Ь12 из О Д  [г] , 
для которых выполняется соотнош ение А{г)А{г ) + 11(2)11(2
Задача будет реш аться в предположении, что: а0 ф 0, ах Ф 0, Ъ0 ф 0 , !\ ф 0 .
Сформулируем и докажем вспомогательные теоремы, которые будут необходимы нам 
для реш ения поставленной задачи.
Теорема 1. Пусть Л1(г)=а0+а12 , А2(г) = а3+а0г , А, (г) = (р -  ач) + {р -а , ф ,
АХ2) = ( р - а1)+ (р ~ ао)2 . В1{г) = Ъ,+Ъ12, В2(г) = Ь1+Ъ02 , д ( Д =  ( р - Д ) + ( р - Д ф ,
В 4 (2) = ( Р - Ъ1 ) + ( Р - Ъ0)2 ’ С 1(2) = а0 + ( р ~ а1)2 ’ С 2(2) = ( р ~ а д  + а 02 ’ С ,( 2) = ( р - а о)+ а Р  ’
Г ,(Д = «, + ( р - а 0)г, Д  (2) = Ъ0+ (р -Ь 1)2, Д  (2)=(р-Ъ 1)+Ъ02 , Д  (г)= {р -Ъ 0)+Ь12 , Д ( Д  = ф + (р ~ А )2 -  
линейные двучлены в поле О Д .
Если для А1(г)=а0+а12 и В1{г) = Ъ1)+Ъ12 из О Д  [г] выполняется соотношение
А { 2)А{2 ') + в Х2)в Х2 ') = 1 ’ то А & И ^ О + М 2 Н ( 2~1) = 1 и  Г /ФХ/Ф 'Н А Д Ф А Ф  ') = 1 > ПРИ 
к = 1.2.3.4 и 1 = 1,23 А .
Доказательство.
Непосредственное нахождение произведений дает: /I, (Д д  ф 1) = а,а, г  + а2 + Д  + а,а, г '.
А, ( Д д ( Д )  = а0аг2 + а1 + а2 = Д (Д д ( .Д ) .
Д ( Д д ф  1') = (р — а1)(р — а0)2 + (р — а1)2+(р — а0)2+(р — а1)(р — а0)2 1 = а3а02 + Д  + я2 + а3а02 1 = Д (Д д (г  Д. 
А4(г)А4(2 ,) = ( р - а 0) (р - а 1)2 + ( р - а 0)2 + ( р - а 1)2 + (р -  а0)(р -  ' = а0а32 + Д + Д  ++а0а32  ^= Д (Д д (г “Д .
Отсюда, Д (Д д ф  ) = Д ( Д д ф  Д = Д (Д д ( г  Д =  Д ( Д д ф  Д.
Аналогично, II, (г)!!, (2 ) = В2 (г)!’), (г ) = В, (г)!!, (г ') = д ( г ) д ( г  Д
Следовательно, Д(Дд(г~Д+ Вк(г)Вк(2 Д = Д (Д д (г  Д + д ф ) д ( Д )  = 1 для / = 1,2,3,4 и 
А' = 1,2,3,4 .
Так как
А  Ф Н  (г 1 )+В1 (г)В1 (2~') = (аЛ  + ЪА  )г + а2 + Д  + Ъ2 + Ъ2 + (яА  + ф Д ф 1 = 1, то а3а0 + фД =0 и 
я2 + Д  +Ъ2 +Ъ2 = 1 . с Д Д д ф 1^ ( р - а 1)а(>2 + ( р - а 1)2 + Д  + ( р - я 1)я0Д  = ( р - я ^ ф т -  а2 + Д  + ( р - я 1я0) Д  
Л егко показать, что С',(г)!',(г ') = ( ( г ) ! ( г  ' ) = ( ( г ) ! ( г  ') = ( ', (г)!',(2 Д.
Аналогично, Д  ф)Д (2 1) = (р -  Ъ3Ъ 0 )г + ф2 + Ъ2 + (р -  фф ф 1 и
д ф ) д ф  Д = д ф ) д ф  Д = д ф ) д  ф 0 = д ф ) д ф  0 .
Ясно,что Дф)сД.2 Д + Д  ф )Д  ф Д = ( р - а 1а0 -ф ф ф  + я2 + Д  + ф2 + ф2 +(р-<71<70 -ф ф ф  1 =
= ( р -  Оф +1 + (р -  О ф 1 = 1
Следовательно, для / = 1.2.3.4 и А' = 1.2.3.4 имеем
с,ф )с ,ф  Д + д ( ф Д г  0 = Д С ^ ( г  ') + д ( Д д Ф  0 = 1 .
Теорема 1 доказана.
Если я0, р - а 0, а, , р -  а, , />(|, р - Ь 0, Ь, , р -  Ь, -  различные элементы поля О Д , то из 
теоремы 1 следует, что зная пару многочленов Д  (Д = а, + л, 2 и Д (Д = Л,, + Ь,г из О Д  ф ], для 
которых А, (г)А, (2 ) + II, (г)/!, (г 1) = 1, можно построить ещё 15 пар многочленов вида Д (Д  и Вк(2), 
для которых Д (Д д (г  ) + Д  (г )Д  ф ) = 1 , и 16 пар многочленов вида С,(Д и б Д Д , для которых 
С;ф)С;ф ')+ д ( Д д ф  Д = 1. Если же среди указанных элементов поля О Д встретятся 
одинаковые, то удастся построить меньше 32 пар интересую щ их нас многочленов.
82 НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ [ Г *  ° ерИЯ Экономика' Информатика.
2015 № 13(210). Выпуск 35/1
Теорема 2. Если я2 +й2 + 0 и 
Д  (г) = я„ +
1 Л
я ; + А 2
■-1 - квадратичный вычет по модулю р, то для
1-Др ~^ о 
я2+А2 '
из (’ / 'М выполняется соотношение
/
Д (г )д (г 1)+Д (г)В 1( г 1) = 1 , а для
С1(г)= а0+Ь I 1 °_° Ь_° 2 и Т>Х2) = К + р - а { - а : - Ы
а:+Ы
(19)
2 (2 0 )
"V < + К
из СРр [г] выполняется соотнош ение (\ (гУ \ {г -1)+ Д (г)0 1(г -1) = 1.
Доказательство.
Если 4^0 )^ 4 1) + 1) = 1 Для Ч(У) = а, + аг 2 и в(2) = Ъа+Ъ12 из (ЗА;[г] , то
{а1а0 + Ь1Ь0)г + а^  + я2 +й,2 +й,2 +(я1я0 +Ь1Ь0)2 1 = !•
\а,а.+Ь,Ь.=  0 6 „ Ъ~/->< 10 10 ^ ‘'П » г-г-ч 7 *-улСледовательно, 1 „
!а~2+ я 2+ 62+62 =1 
я ^ + 6 ;  
я,
. Отсюда, я3 = р — -Ъ1 . Так как я,2 = —С/у, то
~ й 2+ я 2+й2+й2 = 1. Значит, °° +, 0 й,2 = 1- ( я 2 +й2). Если я2+й2 + 0 , то Ъ2 = ,Д° , -  я2 или
я; + А
/
6Г =  °0
Чя0+Й0 у
1 - я 2- А
. Если
I
\
ЧЯо+ А
квадратичный вычет по модулю р [18], то получаем
Ъ — о. I------------1 ”011 2 . г2
V Я 0 +А
или Ь1 = р -  я,,
1 - я 2- А
. Откуда, а1 = р - Ь {
< + К   '..............  "  ~°\[ я2+ 62  ! я2 + А  ■
Таким образом, имеем две пары многочленов из (ЗА [г], удовлетворяющие 
поставленным условиям:
’ 1 -  я 2 -  Ъ:
или а = Ь
' 1 - я 2 -  А2
Д (г) = я0 + А  “ А
я2+ А
2 и Д1(г) = 60 +я0
\ А + й,
С1(?)= а0+Ь I1 Ь_° г  и В 1(г) = 60 + 
V А + А
р - я с
1 - я 0 - Д
СЛ| я2 + А
Теорема 2 доказана.
Покажем на примере применение теорем 1 и 2 для нахождения вейвлетных фильтров 3 - 
го порядка над ОРр .
Пример. Рассмотрим поле (ЗА,,. Квадратичными вычегами по модулю 13 являются 
числа 1, 3, 4, 9, 10, 12, так как 1 = Тто<113, 3 = 42то<113, 4 = 22то<113, 9 = 32то<113, 10 = 62то<113, 
12 = 52тос113. Условию  теоремы 2 удовлетворяют, например, числа я0=3 и Ъ0= 5 , так как
я2+ А  = 3: + 5: = 8т о (113 72 0 и —  ------ 1 = 8 —1= 4тос113 квадратичный вычет по модулю 13. По
а;+Ъ;
формуле (19) имеем:
А(г) = а0 + р ~ ь^ ~
— я0‘ — А' 
а :+ Ъ ;
2 = 3  +  32 И А (г )  = А + Я „  I -  —  — 2 =  5 +  6 2 .\ / 0 0 ' 2. 1 2
V «о + А
По теореме 1 получаем еще 15 пар линейных двучленов над полем <ЗД3, 
удовлетворяющ их условию (17): З + Зг и 6 + 5г; З + Зг и 8 + 7г ;  З + Зг и 7 + 8г; 10 + 10^  и 5 + 6г; 
10 + Юг и 6 + 5г ;  10 + Юг и 8 + 7г ;  10 + 10^  и 7 + 8г; 3 + 10г и 5 + 7г ;  3 + 10г и 7 + 5г ;  3 + 10г и 8 + 6г; 
3 + 10^  и 6 + 82; 10 + Зг и 5 + 7г ;  10 + Зг и 7 + 5г ;  10 + Зг и 8+ 62; 10 + Зг и 6 + 82.
На рисунке 2 схематично показан принцип расчета коэффициентов при построении 
вейвлетных фильтров третьего порядка в поле <3/у, из двучленов 4 (У) = 3+32 и В(2 ) = 5  + б2.
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Таким образом, построение вейвлетных фильтров третьего порядка над полем ОРр
сводится к проверке простого условия для элементов поля на квадратичный вычет по модулю. 
Это улучш ает результат из [9], в котором для построения таких фильтров предлагается 
использовать вычислительно сложные модификации алгоритма Берлекэмпа для разложения 
на множители многочленов из ОРр . Кроме того, доказанные теоремы 1 и 2 позволяют строить
все возможные вейвлетные фильтры третьего порядка над полем С Р  .
.4(г)=3  + 3г 5(2)= 5+ 62
5 ю(г) = 3+ 3г, 1
■ф) = 3 + 3г
Г м ( г ) = 5  + 6 г
-1
5(2)= 5 + 62
/Г..(г) = 10+ Ю г' Е М = 6  + 5У 1
Я 0(2) = 3 + 52_| + 32' : + 6 -'3
__________^ ^
Н {г )  = 6-  10Г 1 + 5г~‘ + 10г' 3
Я0(г) = 6 + 3г_! + 5г ‘ : +Зг‘ 3 ^ (2)=10 + 52-: - 102-: +б2-3
Рис. 2. Схема расчета коэффициентов вейвлетных фильтров над полем (Н<\,
Рщ. 2. Сотрийп^ зсН ете Гюг соеШаепГз ок \\а\е1еГ йЬегз оуег (И<\,
Заключение
В работе исследован метод построения вейвлетных фильтров третьего порядка над полями 
ОРр . Использование теорем 1 и 2 позволяет значительно сократить время построения вейвлетных
фильтров конечного поля по сравнению с известными подходами, основанными на 
вычислительно сложном алгоритме Берлекэмпа. Кроме того, применение доказанных теорем 
позволяет строить все возможные вейвлетные фильтры третьего порядка над полем С Р „ .
Перспективным направлением дальнейших исследований является исследование 
практического применения вейвлетных фильтров третьего порядка для задач ЦОС, а также в 
кодировании и шифровании. Кроме того, интерес представляет разработка быстрых алгоритмов 
проектирования вейвлетных фильтров другого порядка над С Р  а также фильтров над полями
СР„  ■
Р
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